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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden wir uns mit zwei wichtigen Klassen von Statistiken - den soge-
nannten U- und V-Statistiken - befassen. Dabei beginnen wir mit den 1948 von Wassilij
Hoeffding eingefiihrten erwartungstreuen U-Statistiken. Nachdem wir wichtige Eigen-
schaften hergeleitet haben, werden wir uns der Hoeffding-Zerlegung widmen. Anschlie-
fend gehen wir auf die Beziehung zwischen U- und den nach Richard von Mises benann-
ten V-Statistiken ein, bevor wir zum Begriff der Degeneration iibergehen und einige
Beispiele betrachten werden.

Im darauffolgenden Kapitel untersuchen wir die Asymptotik von vollsténdig degenerier-
ten U- und V-Statistiken vom Grad 2. Wir werden feststellen, dass sich die zentrierten
und normierten Statistiken im Limes als unendliche Reihe von gewichteten chi-quadrat-
verteilten Zufallsvariablen darstellen lassen.

Dass im degenerierten Fall die Bootstrap-Verteilung von U-Statistiken gegen dieselbe
Grenzverteilung konvergiert wie die Verteilung der urspriinglichen U-Statistik, werden
wir im letzten Kapitel iiberpriifen. Als Hilfsmittel wird dabei die Mallows-Metrik dienen.
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1 Grundlagen

In diesem ersten Kapitel werden wir die Grundbausteine fiir die weiteren Untersuchun-
gen von U- und V-Statistiken legen. Beginnend mit einigen Voriiberlegungen fiihren
wir anschliefsend die Klasse der U-Statistiken ein und betrachten deren Eigenschaften
genauer. Nachdem wir die Hoeffding-Zerlegung fiir U-Statistiken kennengelernt haben,
gehen wir zu der Klasse der V-Statistiken iiber und stellen eine Verbindung zwischen den
beiden Statistiken her. Zum Abschluss dieses Kapitels werden wir uns mit dem Begriff
der Degeneration und verschiedenen Beispielen fiir U- und V-Statistiken beschéaftigen.

1.1 Vorbetrachtungen

Es sei (Q, A, {Pp: F € .Z}) ein parametrisierter Wahrscheinlichkeitsraum, wobei
F C {G: G Verteilungsfunktion auf R}.

Wir betrachten Zufallsvariablen X7, ..., X, mit X;: (2, 4) — (R, B),i =1,...,n, wobei
B die borelsche o-Algebra von R bezeichnet. Im Folgenden sei zudem B? die borelsche
o-Algebra von R?, fiir d € N. Weiterhin seien Xi, ..., X, unabhingig und identisch
verteilt, jeweils mit Verteilungsfunktion F' € .%, was wir mit

kennzeichnen. Dabei sei zwar .%# bekannt, aber nicht das konkrete F' € .%.

Anzumerken ist, dass wir mit .Z nicht immer nur die Verteilungsfunktion, sondern auch
die Verteilung einer Zufallsgrofse bezeichnen werden. Natiirlich ist beides nicht dasselbe.
Aber aufgrund der gegebenen Beziehung zwischen Verteilung und Verteilungsfunktion
und um unnétige Bezeichnungen zu vermeiden, werden wir eben diese Schreibweise ver-
wenden. Die jeweilige Bedeutung wird sich leicht aus dem Kontext ergeben.

Schlieflich ist festzuhalten, dass die folgenden Aussagen nicht nur fiir reellwertige Zu-
fallsvariablen von Bedeutung sind. Analoge Resultate lassen sich auch fiir Zufallsgrofsen
beziehungsweise Zufallsvektoren mit Werten in anderen geeigneten Raumen herleiten.
Der Einfachheit halber betrachten wir aber den oben genannten Fall.

Definition 1 (vgl. Lee (1990), S. 1). Es sei 0: % — R ein Funktional. Falls fir 0 die
Darstellung

O(F) = /: . /_Z h(zy,. .. o)dF(a) - dF (zy)

fir F € . und k € N gilt, so heifit 0 ein requldres statistisches Funktional vom Grad k
und h: R¥ = R der Kern des Funktionals.



Es sei h (B*-B)-messbar, womit dann h(Xj,..., X;) ein erwartungstreuer Schiitzer fiir
0 ist.

Ohne Einschrankung nehmen wir an, dass
Erlh(Xy,..., X§)| < occ.

Fiir Sy :={1,...,k} mit k£ € N sei m: S — S, eine Abbildung, die eine Permutation
der Elemente von S beschreibt. Alle Permuationen 7 von Sj fassen wir in der Menge
II;, zusammen.

Unter Verwendung dieser Notation konnen wir weiter annehmen, dass h symmetrisch
ist, das heift es gilt:

h(x,;l, . ,%ik) =h <LEZ'7\_(1), . ,Qliﬂ(k))

fir alle Kombinationen {iy,... 4z} von {1,...,n} mit iy # i; fiir s # ¢t und fur alle
7 € IIj. Sonst ersetzen wir h(z;,,...,x; ) durch

~ 1
h(ﬂfil,. .. ,l’ik) = E Z h <'Ii7r(l)7' .- 7xiﬂ(k)> )

’ welly

wobei iiber alle k! Permutationen der Elemente von {iy,...,ix} summiert wird. Da-

mit ist dann 7 symmetrisch, ebenfalls (B*-B)-messbar und h(X1, ..., X;,) aufgrund der
Konstruktion auch weiterhin erwartungstreu.

1.2 U-Statistiken

U-Statistiken bilden eine wichtige Klasse von Statistiken, da sie eine einfache Gestalt
haben und sich viele bekannte Schéatzer und Teststatistiken eben als eine solche Sta-
tistik darstellen lassen. U-Statistiken wurden aufgrund ihrer Erwartungstreue (englisch:
,2unbiasedness®) von Wassilij Hoeffding in seiner Arbeit ,A class of statistics with asym-
ptotically normal distribution® von 1948 so benannt.

1.2.1 Definitionen und Eigenschaften

Definition 2 (vgl. Lee (1990), S. 7). Es seien 0: .F — R ein requldres statistisches
Funktional vom Grad k mit k < n und h der Kern des Funktionals. Dann ist

Uy =Un(h: X1, .., Xn) = (Z) B %h(Xh, LX)

die zugehorige U-Statistik. Dabei wird diber alle (Z) Modglichkeiten, eine Teilmenge
{i1,...,ig} von {1,...,n} mit iy # i; fir s # t auszuwdhlen, summiert.



Aus der Definition kennen wir bereits den Erwartungswert von U-Statistiken: ErU, =
Erh(Xy,..., X)) = 0. Wie sieht es aber nun beispielsweise mit der Varianz einer U-
Statistik oder der Kovarianz von zwei U-Statistiken aus? Dies werden wir im Folgenden
untersuchen, wobei wir zuerst wieder einige Vorbereitungen treffen werden.

Es gelte:
Erh*(X1,...,X;) < oo.
Fiir c =1,...,k betrachten wir die bedingten Erwartungen h.(Xy,..., X.), wobei
he(xy, ... x.) == Eplh(Xq,..., Xp) | Xo = 21,..., X = 2]
Entsprechend definieren wir
o2 = Varph(X1,...,X,).
Mit diesen Grofen wird es sich im Weiteren leichter rechnen und einige Resultate kom-

pakter darstellen lassen.

In den folgenden zwei Lemmas geht es zunéchst um Eigenschaften der eben definierten
bedingten Erwartungen und deren Varianzen.

Lemma 1 (vgl. Lee (1990), S. 10). Die Zufallsvariablen X, ..., X, seien unabhingig
und identisch verteilt mit £ (X,) = F € F. Weiterhin seien 0: F — R ein reguldres
statistisches Funktional vom Grad k mit 1 < k < n und h der Kern des Funktionals.
Dann gilt:

(i) he(z1,...,2) = Ephg(xy, ..., 00, Xet1,... Xg) firl <c<d<k und
(ZZ) EFhC(Xl, e ,XC) = EFh<X1, Ce ,Xk) furl S C S k.

Beweis. Beides lésst sich einfach unter Zuhilfenahme des Satzes von Fubini (vgl. Dun-
ford und Schwartz (1988a), S. 193) nachrechnen:

(i)
Eth .]31,.. y Ly c+1>--'7Xd)

—/ / ha(T1, ... Tey Teyry ooy Xg)dE (Xeyq) -+ - dF (xq)

[/ / (X1, Tay Tty - ) dE (X)) - - dF ()
cdF (xeqq) -+ dF (xq)

_ / / (1, @x)dF (Tes1) - - AF (24)



Erho(X1, ..., X.)
_ /_“.../_Oo ho(ar, ... 2 )dF (1) - dF ()

V / (@1, s Terrs e a) A () - - - dF (1)
dF Il

- [T

$1,~-7$k)dF($1)"'dF(xk)
— Enh(Xy,..., Xp)

Lemma 2 (vgl. Lee (1990), S. 11). Die Zufallsgrifien Xi,..., X, seien unabhingig
und identisch verteilt mit £ (X,) = F € .F. Auflerdem seien 0: .F — R ein regulires
statistisches Funktional vom Grad k mit 1 < k < n und h der Kern des Funktionals.
Dann gilt:

02 = Covp(h(Xiy, - Xi,), h(Xjy, -, Xj,)),

wobei {i1, ..., ik}, {j1,--,Jx} C{L,...,n} mit is # i, und j, # j, fir s #t beziehungs-
weise u # v und [{i1,..., ik} NV {J1,. .., Jk}| = ¢ ist.

Bewers. Da h symmetrisch und Xy, ..., X,, unabhangig und identisch verteilt sind, be-
trachten wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit als {iy, ... it} := {1,..., k} und als
{1, gkt =11,...,c,k+1,...,2k — c}.

Es ist:

Covp(h(X1, ..., Xp), h(X1, ... X, Xpsts -, Xowo))
= Eplh(X1, .., X)h(X1, .. Xe, Xist, -, Xop_o)]
— [Brh(X1, ..., X)[Erh(X1, ... Xo, Xist, - - Xop_o)]
Erlh(X1, ..., X)h(X1, .. Xe, Xist, - Xop_o)]
[Eph(Xl,.. LX)

Wir wollen zeigen, dass

COUF(h(Xl, e ,Xk), h(Xl, .. .XC,Xk+1, e 7X2k—c))
= Eph2(Xy,...,X.) — [Eph(Xy,.... X))



Nach Lemma 1 (ii) geniigt es also zu zeigen, dass

Er[h(X1,. .., Xi)h( X1, .o, Xo, Xig1, - Xow—o)] = Erh?(X1, ..., Xe) :

Erlh(Xy, ..., Xp)h( X1, . oo, Xey Xig1, -+, Xok—c)]

= / / h(iL‘l,...,.Q?k)h(l'l,...,l'c,karl,...,I'Qk,c)dp(l'l)"'dF(.fCQk,C)

o0 [e.e]

. V“’ /OO W, .., ax)AF (zer) - -~ dF (1)

[/ / $1, vy Loy D41y - ooy T2k— c)dF($k+1) dF(fo—c)
~dF(xy)---dF(x.)

/ / h2(x1, ..., 2.)dF (x) - - dF(z.)
= Eph?(Xy,...,X.)

unter Verwendung des Satzes von Fubini (vgl. Dunford und Schwartz (1988a), S. 193).
O

Mit der Hilfe unserer Vorbereitungen kénnen wir nun die Varianz einer U-Statistik fol-
gendermafsen darstellen:

Satz 1 (vgl. Lee (1990), S. 12). Die Zufallsvariablen Xy, ..., X, seien unabhdingig und
identisch verteilt mit £ (X,) = F € F#. Weiterhin seien 0: . F — R ein reguldres
statistisches Funktional vom Grad k mit 1 < k < n und h der Kern des Funktionals.
Dann gilt fiir die entsprechende U-Statistik U, :

n\ ! F k\ /n—k
_ - 2
VarpU, — (k) > () (k_ >a



Beweis. Fiir die Varianz gilt:

VGTFUn = VCLTF ( ) h R ,sz)

— Coup () S Zl,...,Xik),(Z>_lzh(xﬁ,...,xjk)
_ () ;Zcow Xiyyoos X3 ), h( XG0, X5)))-

Im néchsten Schritt werden wir zédhlen, bei wie viel der (Z’)Q Kovarianzen die Funktionen
h c=1,...,k Elemente gemeinsam haben, damit wir Lemma 2 anwenden konnen.

Fir A im ersten Argument der Kovarianz gibt es (Z) Moglichkeiten k& Elemente von
{1,...,n} auszuwéhlen. Fiir h im zweiten Argument sind es genau (’Z) Moglichkeiten
die ¢ gemeinsamen Elemente und (z:lz) Moglichkeiten die k — ¢ verschiedenen Elemente
zu h im ersten Argument auszuwahlen. Falls A im ersten und h im zweiten Argument
keine gemeinsamen Elemente besitzen, ist die Kovarianz aufgrund der Unabhéngigkeit
von Xq,...,X, gleich 0.

Mit Lemma 2 folgt nun:

—2
n
VCLTFUn = <k>

]

Zum Abschluss dieses Abschnitts werden wir uns jetzt noch mit der Kovarianz von zwei
U-Statistiken befassen. Dazu betrachten wir die U-Statistiken U,(Ll) und UT(ZQ) mit Kernen
R und h® vom Grad k; bezichungsweise ko mit 1 < ky < ky < n.
Dafiir definieren wir fiir 1 < ¢ < k; und 1 < d < ky die Groke

02, = Covp (th(Xl, LX) R (X ,Xd)) .

Nun halten wir fest:

10



Lemma 3 (vgl. Lee (1990), S. 17). Die Zufallsgrifien Xy, ..., X, seien unabhdngig
und identisch verteilt mit £(X,) = F € F. 0: .7 — R sei ein regulires statistisches
Funktional mit Kernen b und h® vom Grad k, beziehungsweise ko mit 1 < ky < kg <
n. Weiterhin seien {iy,... i} {1, -, Jr} € {1,...,n} mit is # iy und j, # j, fir
s #t und u # v, wobei |{ir, ... ikt OV {J1,- .., Jr | = ¢ sei. Schlieflich gelte ¢ < d, mit
1<c<kiundl<d<ky. Dann gilt:

af,d = Covp (h(l) (Xil, e ’Xih)  h®? (le, e 7Xjk2>> )

Beweis. Der Beweis dieses Lemmas erfordert lediglich einige Modifikationen des Bewei-
ses von Lemma 2.

Aufgrund der Symmetrie von A" und A® und der unabhéngigen, identischen Verteilung
von X1,..., X, betrachten wir ohne Einschrankung als {i1,... 4, } = {1,...,k1} und
als {jl,...,jk2} = {1,...7C,l€1+1,...,]€1+/{52—C}.

Mit den Uberlegungen aus dem Beweis von Lemma 2 und unter Zuhilfenahme von Lem-
ma 1 (ii) bleibt zu zeigen, dass

Ep [M(Xy, . X )W (X0, X, Xy Xko—c)|
— Ep [hgﬂ(xl,...,xc)hg”(xl, . ,Xd)] .

11



Mit dem Satz von Fubini (vgl. Dunford und Schwartz (1988a), S. 193) gilt:
Ep [ (X1, X)) (X X Xt Xiyrka—e)

X
= / / h(l xl, .. $k1)h(2)($17 vy Loy Lhy41y -+ - ,$k1+k2_0)

2 dF (@ 4k —c)
T

| UOO/Z WO (21, .. 2 )AF (2os) - - - dF (a3,)

’ |:/ o / h(Q)(xla sy Loy Lhy1s - - - 7xk1+k2—c)dF(xk1+1) T dF(xk1+k2—C):|
~dF(zy)---dF(x.)

_ / / WO (@, 2 )P (e, 2 dF (1) - -~ dF ()

:/ / WD (2, ... z)

[/ / h(Q) (X1 oo Ty Terty ooy Tg)AF (Teyq) -+ dF(xd)}
~dF(zy) - dF(x.)

_ / / WO, 2D (s 2)dF (@) - - - dF (24)
_ [hl(Xl,...,X)h (X1, Xa) |,

wobei bei den letzten Schritten der Rechnung Lemma 1 (i) Anwendung findet. O

Aus Lemma 3 kénnen wir folgern, dass fiir die Kovarianzen der bedingten Erwartungen
firc=1,...,k gilt:
2 2

Uc,c == Uc,kg‘

Dies wird aus der Rechnung im Beweis des Lemmas und unter Verwendung von Lemma

1 (i) ersichtlich.

Damit kénnen wir nun folgende Aussage fiir die Kovarianz zwischen zwei U-Statistiken
treffen:

Satz 2 (vgl. Lee (1990), S. 17). Die Zufallsvariablen Xy, ..., X, seien unabhdngig und
identisch verteilt mit £(X,) = F € #. 0: F — R sei ein requldres statistisches Funk-
tional mit Kernen hY und h® vom Grad k, beziehungsweise ko mit 1 < ky < ky < n.

12



Dann gilt fiir die entsprechenden U -Statistiken U und U
n\ Ve (ks [n— k

Covp (UW,UP) = DN G S L

OUF( non ) k1 —1 \C ki —c Tec

Beweis. Es gilt:

Covp (U,gl), UTEZ))

- S5 cor (0 (Koo X0, ) B2 (5,5, )

Bei der Summierung gehen aufgrund der Unabhéngigkeit von X, ..., X, nur all jene
Kovarianzen ein, bei denen A" und h® ¢ = 1,..., k; gemeinsame Elemente besitzen.
Also haben wir:

Covp (UMY, UP)
-1 -1
. n n
B (/ﬁ) <k2>

i Z Covp (h(l) (Xz-l,...,XZ-h),h(Z) (le,...,Xjk2>>,
el

wobei bei Z‘(,j)m() _, tberalle {iy,... ik}, {j1,-- -, Jr} € {1,...,n} mit c gemeinsa-
1

ko
men Elementen summiert wird und iy # i; und j, # j, fiir s # t beziehungsweise u # v

ist.

Nun iiberlegen wir uns wie viele Kombinationen es gibt, sodass hY) und A ¢ gemein-
same Elemente besitzen: Fiir h®) gibt es (,?2 ) Moglichkeiten ko Elemente auszuwéhlen.
Bei hM sind es damit (kﬁ) Moglichkeiten fiir die gemeinsamen und (Z;fi) Kombinatio-
nen fiir die verschiedenen Elemente. Mit der Folgerung nach Lemma 3 haben wir somit

insgesamt:

(1) 772 n\ T\ TS () (R (1= ke
Covr (Un Un ) - kq ko Z ky) \c)\ki—c Oee
c=1
—1 k1
_ n ko n — ks 2
- (1) S

c=1

13



1.2.2 Hoeffding-Zerlegung

Nachdem wir die grundlegenden stochastischen Kenngrofsen von U-Statistiken unter-
sucht haben, koénnen wir nun zum néchsten Schritt iibergehen - der sogenannten H-
Zerlegung, benannt nach Wassilij Hoeffding. Dabei geht es darum, eine U-Statistik vom
Grad £ als Summe von k unkorrelierten U-Statistiken vom Grad ¢ =1, ..., k darzustel-
len. Dies kann beispielsweise dann niitzlich sein, wenn man mit Projektionen arbeiten
mochte.

Gegeben sei ein reguléres statistisches Funktional 6: .% — R vom Grad k mit 1 < k <n
mit Kern h. U, sei die entsprechende U-Statistik.

Zuniichst definieren wir fiir die U-Statistiken UL vom Grad ¢ = 1,...,k die entspre-
chenden Kerne h® rekursiv:

AW = hy(xy) — 0

und
c—1
RO(xy,. .. 20) = he(z1, ..., 3c) — ZZh(l)(le,...,le) -0 (1)
=0
firc=2,... k.

Weiterhin gilt:

%%h(l)(leﬂ s 7sz) = <Z:§) %h(l)(lev”'vsz)' (2)

Begriindung: Wegen der Symmetrie von h sind auch die bedingten Erwartungswerte
h. und damit die oben konstruierten Kerne h(® symmetrisch, fiir ¢ = 1,..., k. Somit

14



brauchen wir nur noch die Anzahl der Summanden vergleichen:

> = (1)0)

(2) ()
n! k!
T K=k (k=)
n!
T = k)(k =)
(n—10)! n!

(k—D)l(n— k) 11(n —1)!
- ()

Aus dieser Rechnung ergibt sich die Identitéat:

(1) (2)-()0) - o

Mit (1) fiir ¢ = k und damit h, = h und (2) folgt:

U, = Up(hizn,... 00) = (Z)l %h(xil, )

&) L\= ()
~1 k
n
= 6+(k> ZZZhl(xh, ,Tj,)
=R 0
n\ s -1
-0 (k:) Z (k:—l> Zh(l (@055 25)
0
Firl=1,...,k definieren wir
-1
n
vl =yl (h(l);ml, e Ty) = (l) %h(l)(le,...,le)
l

und erhalten unter Verwendung von (3):

15



Satz 3 (vgl. Lee (1990), S. 26). Es seien 0: % — R ein requldres statistisches Funktional
vom Grad k mit 1 < k <n und h der Kern des Funktionals. Dann gilt fir die zugehorige

U-Statistik U, :
Yk 0
n= 0= Z <l) "

=1

Beweis. siehe Herleitung H-Zerlegung O]

Nach Definition sind die Uél), [ =1,...,k selbst wieder U-Statistiken vom Grad [ und
mit Kern A", Somit kénnen wir bereits eine U-Statistik vom Grad k als Summe von
U-Statistiken vom Grad [ = 1,...  k darstellen. Wie zu Beginn des Abschnitts genannt,
sollen die einzelnen Summanden allerdings unkorreliert sein, was es noch zu zeigen gilt.

Dafiir iiberlegen wir uns zunéchst noch eine alternative Darstellung der Kerne h(") fiir
l=1,...k.

Es gilt:
Y (1) = hy(zy) — 6
_ / / (21, - u)AF () -~ dF (33)
_/_m.../_wh@b...,yk)dp(yl).--dF<yk>
_ / Z . / ‘: W(yr, ) [dDa, () — dF ()] dF (y2) - - dF (yy),

wobei D die Verteilungsfunktion des Dirac-Mafses bezeichnet.
Allgemein gilt fir l =1,..., k:

LCl,..

/ / _—

-[dDg, (y1) — dF (y1)] - - - [dDg, (y1) — dF (y1)] dF (yi31) - - - AF (yr,).

Das sieht man folgendermafien:

= [[dDy,(y1) — dF(y1)] + dF(y1)] - - - [[d Dy (yr) — dF (yr)] + dF (yx)]

16



und damit ist

dDq,(y1) - - - dDg, (y)

= YN [dDa, (ya) — dF(ys)] -+ [dDs, (4i,) — dF(y,,)]
e=0 (1)
) dF(yicﬂ) ce dF(yik)'

Dies wird klar, indem wir den Ausdruck vereinfachen:

Es seien a;,b; € R fiir ¢ = 1, ..., k. Dann ist

H(ai + bz) = (Cll + bl) s (ak + bk)

sl

=0 (¥ Li=1

Denn: Beim Ausmultiplizieren der ersten Zeile entsteht eine Summe. Betrachten wir
nun einen konkreten Summanden von dieser Summe. Mit ¢ bezeichnen wir die Anzahl
der a;, die in diesem Summanden vorkommen, mit ¢ € {0,...,k}. Dabei gibt es (IZ)
Méglichkeiten, ¢ a; von ay, ..., a; auszuwihlen. Die {ibrigen (k — ¢) Faktoren b; ergeben
sich damit sofort, da es nicht mdglich ist, das ein Faktorpaar a;b; mit ¢ = j in einem
Summanden vorkommt. Somit gilt fiir die Indizes der Faktoren eines Summanden:

(i1, iy Uficar, gy ={1,... Kk}

Also ist nun klar:

dDIl (y1> T deEk (yk)

k
= Z [dD$11 (yil) - dF(yn)] e [dDzzc (yic) - dF(:yzC)}
=0 (%)
) dF(yic-H) T dF(ylk)
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Nun multiplizieren wir beide Seiten mit h(yi, ..., yx), integrieren und erhalten:
h(xb s 7-176)

k o0 (o)
- ZZ/ / h(Yirs - i)
e=0 (k) V0% —
’ [dDﬂCzl (yi1) - dF(y“)} T [dezc (yic) - dF(yzc)] dF(inH) U dF(ka)

_ Z;Z/Z/Zh(yyk)

(c)
+[dDa,, (yi) = dF (yi,)] -+ [dDs, (i) — dF (yi)] dF (i) - dF (y3,)
+0.

Mit ¢ = k fiir unsere rekursiv definierten Kerne h(® gilt nach Umstellung:

h(l’1,...,$k> = hk($17"'7$k)

k
= Y i) + 0
=)

und somit, wenn wir beide Gleichungen miteinander vergleichen:
h(l (21, ..
/ / (Y155 Yr)
[dDy, (y1) — dF (y1)] - - - [dDz, (y1) — dF (y) dF (yisr) - - dF (yr,)

firl=1,...,k.

Wie wir gleich sehen werden, wird es sich mit dieser alternativen Darstellung der Kerne
h® 1 =1,...k einfacher rechnen lassen.

Lemma 4 (vgl. Lee (1990), S. 28). Die Zufallsgrofien X1, ..., X, seien unabhdngig und
identisch verteilt mit £ (X,) = F € .Z. Fir die H-Zerlegung einer U-Statistik U, vom
Grad k mit 1 < k <n mit Kern h gilt:

(i) hgl)(:pl,...,xc)zofdrl:2,...,k undc=1,...,1—1 und
(ii) BErhW(Xy,..., X)) =0 firl=1,... k.
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Bewezs.
(i) Es gilt fir l =2,..., k:

h(l l’l, ..

- / _—

[dDq, (y1) — dF(y1)] - - - [dDy, (1) — dF (y0)] dF (yi11) - - - dF (yr.)

/ / yl?"'7yl laxhyl-‘rl?"wyk)

dDzl(yl) dF(y1)] -+~ [dDy,_, (1) — dF (yi-1)]
~dF(yp11) - - - dF (yp )

o

dDzl(yl) dF (y1)]-- [dDa:l (Y1) = dF (y1-1)]
dF yl dF(yk)

/ / ylv"‘7yl luxl7yl+17"'7yk)

[dDay (1) — dF(y1)] - -+ [dDs,, (y1-1) — dF (yi-1)]
~dF (Y1) -+ dF (yx)
— h(l71)<£€1, Ce ,Z'lfl),

wobei bei dem letzten Rechenschritt die alternative Darstellung des Kerns A1) benutzt
wird.

Wenn wir nun auf beiden Seiten beziiglich F' in der [-ten Komponente integrieren, er-
halten wir:

hl(l,)1($17 Ce ,l'l_l) = h(l_l)(ﬂfl, PN ,1‘1_1) — h(l_l)({lfl, e ,:L‘l_l) = 0
Mit Lemma 1 (i) folgt nun, dass
hg)(ml,..., ) EFhl 1(1‘17...,IC,XC_H,...,Xl_l):0

firc=1,...,1 — 2, womit (i) gezeigt ist.

(ii) Mit (i) und Anwendung von Lemma 1 (ii) haben wir fiir { = 1,..., k:
Erh(X1,..., X)) = EphP(X1,...,X.)
= 0
fuirce {1,...,1 —1}. O

Mit diesem Lemma sind wir nun am Ziel:
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Satz 4 (vgl. Lee (1990), S. 30). Die Zufallsvariablen Xy, ..., X, seien unabhdingig und
identisch verteilt mit £ (X,) = F € Z#. Auferdem sei U,, eine U-Statistik vom Grad k
mit 1 < k <n mit Kern h. Dann gilt fiir deren H-Zerlequng Folgendes:

(i) Es sei 1 <1l <m <k. Dann gilt:
COUF (Uél), Uém)) = COUF (h(l)(XZN cee aXil)a h(m)(le, ce 7ij)) = 0,

wobei {iy, ..., ut, {j1,- - Jm}t € {1,...,n} und iy # i, fir s # t beziehungsweise
Ju F Ju fir u #v.

(i) Fir {iy,....a}{d, ..., 9 € {1,...,n} mit iy # i, fir s # t beziehungsweise
ity # 1, fur s’ #t und {iy,..., 0} # {d, ..., 0} st

Covp (h(l)(Xil, . ,Xil)7h(l) (Xz"17 o 7Xi’)) —0,
firl=1,... k.
Beweis.
(i)
Covp (h(l)(Xi1> LX), (X X))

= Ep WYX, ..., X)) (X5, X50)]
— [EphV( Xy, X)) [Brh™ (X, ., X50)] -

Wegen Lemma 4 (ii) geniigt es zu zeigen, dass
Ep [WO(Xy,, .., Xi)h" (X5, ., X0)] = 0.

Dal < m gilt, existiert ein j, € {j1,. .., Jm} mit ju ¢ {i1,...,4}. Somit existiert eine Zu-

fallsvariable X; Ju, welche in h™ aber nicht in () vorkommt. Wegen der Unabhingigkeit

von X;, und A und mit Lemma 4 (i) folgt

Ep [AD(X;,, ... Xil)h(m)(le, e X))

— Ep [EF[ (Xiyso oo X)W (XG0 X000 | X
Ep [AO(X, .., Xa) [Br [R™(X50, - X50) | X5.]]]

— Er [h(’ e X (X5,

= 0.

20



Auflerdem ist

Covp (US), U,(Lm))

—1 —1
= Covp (7) Zh(l)(Xil,...,Xil),(Z) (X5, X))
(m)

() B A

(ii)
Falls {i1,...,49} N{#,... i} =0, dann ist aufgrund der Unabhéngigkeit klar, dass

Covp (h(l)(Xil, X)), h0 (X, ,Xz‘;)) =0.

Ly

Falls {i1,...,9,} N {d,... i)} # 0, betrachten wir
{iv, .o oyich = {in, b\ Qin, - b0 a0}
mit 1 < ¢ <[ — 1. Wie schon in (i) genligt es zu zeigen, dass
Ep [M(X;, ... X)W (Xy, ..., Xy)] =0.

Dann ist aber wegen der Unabhingigkeit von X;, ..., X; und h® <Xi'1’ e ,XZ-;) und
wieder wegen Lemma 4 (i)

Ep [M0(X,, . Xi)h® (X, Xy)]

= Ep[Ep [M(Xi, .., Xi)DD (Xig, o Xap) | Xays o X
= Ep[hY (Xy, ... Xy) [Er [MO(Xiy, -0 X)) | Xays - X ]]]
= FEr [h(l) (X . 7X12) h’g)<Xi17 s 7Xic)]

= 0.

Eine analoge Rechnung ergibt sich fiir

{87, iy =4y, 0\ ({a, - a0 {dd, .0 ))

mit 1 < <[l —1. O
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1.3 V-Statistiken

Um eine weitere Klasse von Statistiken, den sogenannten V/-Statistiken, die von Richard
von Mises 1947 in ,,On the asymptotic distribution of differentiable statistical functions®
eingefithrt wurden, wird es im nun folgenden Abschnitt gehen. Auch fiir V-Statistiken
gilt, dass sich sehr viele Statistiken exakt oder zumindest approximativ als V-Statistik
darstellen lassen.

1.3.1 Definition und Beziehung zu U-Statistiken

Definition 3 (vgl. Lee (1990), S. 183). Es seien 60: .F — R ein reguldres statistisches
Funktional vom Grad k und h der Kern des Funktionals. Dann ist

Vi, =Vo(h; Xy,..., Xp) == %Z“'Zh(Xm--ink)

ii=1 =1

die zugehdrige V -Statistik.

7Zu erkennen ist, dass V-Statistiken eine gewisse Ahnlichkeit zu U-Statistiken aufweisen.
Bei Ersteren wird allerdings zusétzlich iiber Schétzer mit ¢ = 1,...,k gleichen Argu-
menten summiert und entsprechend normiert.

Wie nun der genaue Zusammenhang zwischen U- und V-Statistiken aussieht, wird uns
der néchste Satz zeigen.

Dazu noch eine kurze Bemerkung zu den sogenannten Stirling-Zahlen, konkret zu den
Stirling-Zahlen zweiter Art:

Die Stirling-Zahl zweiter Art Sy; mit 1 <[ < k gibt die Anzahl der Moglichkeiten an,
eine k-elementige Menge in [ nichtleere, disjunkte Teilmengen aufzuteilen.

Eine Formel zur Berechnung von Sy; werden wir hier nur angeben und nicht beweisen:

l
_ 1 § : 1\l ! -k
Sk” = ﬁ i0< 1) <Z)Z .

Eine genaue Herleitung findet man beispielsweise in Comtet (1974) (S. 204).

Satz 5 (vgl. Lee (1990), S. 183). Es sei V,, eine V-Statistik vom Grad k mit 1 <k <n

mit Kern h. Dann gilt:
k
1 n
= — E I 0
" nk =1 Sk <Z>Un
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Dabes st UT(LZ) eine U-Statistik vom Grad l mit

—1
n
U,r(Ll): (l) Zh(l)(XjN“'?le)'
(1)

Der Kern h® von U ist gegeben durch

1
!
h )<xj17 7sz> = l'Sk|l Z h(x“, >x2k>7
(COPINISIE T 3
{1, ik =l
wobei tber alle k-Tupel (iy, ..., i) mit | verschiedenen Elementen summiert wird, deren

FElemente aus der Menge {j1,...,51} C{1,...,n} mit j, # j, fir u# v sind.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass gilt:

k
n* =S8 (”>
ZZ:; k|l l

Die Menge aller moglichen k-Tupel von {1,...,n} kann man in k disjunkte Teilmengen
zerlegen, wobei eine solche Teilmenge dann nur k-Tupel mit [ verschiedenen Elementen
enthélt, mit [ = 1,..., k. Fiir die Menge aller k-Tupel mit [ verschiedenen Elementen
gibt es Si; Méglichkeiten. Dabei ist zu beachten, dass ein k-Tupel (i1, ..., i) als Menge
{i1, ..., i} betrachtet wird, auch wenn gilt: i, = 4, fiir ein s # ¢. Fiir die Auswahl dieser
[ verschiedenen Elemente gibt es wiederum n(n —1)---(n — [ 4+ 1) Mdoglichkeiten, also
insgesamt:

k
nF = ZSk|ln(n—1)~--(n—l+1)
=1

= ZZ:;Z!SMTL(TL— 1).--(n—l+ 1)%

k

n!
- Z”S’““u(n— 0!

=1
i n
= > us,”( )
l
=1
Im zweiten Schritt iiberpriifen wir, dass

> 1= 1Sy

(i1,eens ?k)é{j1,~-~7jl}ki
{1,k =1

Dies folgt mit einer dhnlichen Uberlegung wie im ersten Schritt des Beweises. Der Un-
terschied hier ist, dass die zugrundeliegende Menge nicht {1,...,n} sondern {ji,..., 5}
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ist. Fiir (¢1,...,%;) gibt es nun Sy; Méglichkeiten fiir die Wahl von iy, .. ., ix, sodass gilt:
I{i1, ..., i }| = l. Gleichzeitig gibt es ! Moglichkeiten fiir die Anordnung der [ Elemente

aus {jla- .. 7jl} in (il, . ,’Lk>

Somit konnen wir den Beweis abschliefien:

n*Vv, = i---ih(xh,...,xik)

=1 =1

S 3 WX, Xs)

1=1 (iy,....i5)€{1,...,n}*:

k
= Z Z Z!Sk”h(l)(ij cee 7le)
=0

n

k

= D Sy Y (X, Xp)
(1)

=1

k
- Z“Sk\l (7;) Uy
I=1

]

Auf die Eigenschaften von V-Statistiken werden wir hier nicht weiter eingehen. Zu sa-
gen, dass die Herleitung der Charakteristika aufgrund der Darstellung einer V-Statistik
als Summe von U-Statistiken trivial ist, wére sicherlich nicht korrekt. Aber {iber ldngere
Rechnungen mit einigen Modifikationen, vor allem beziiglich der Korrelation zwischen
den einzelnen U-Statistiken, beziehungsweise iiber neue Uberlegungen von Grund auf,
kommt man zu analogen Resultaten.

Vielmehr werden wir uns jetzt noch in diesem Kapitel mit dem Begriff der Degeneration
und konkreten Beispielen fiir U- und V-Statistiken befassen.

1.4 Degeneration

Nachdem wir uns bis jetzt ausschlieflich mit gewdhnlichen U- und V-Statistiken be-
schéftigt haben, kommen wir nun zum degenerierten Fall. Dazu zunéchst eine Definition
zum Begriff:

Definition 4 (vgl. Lee (1990), S. 78/83). Es sei U, eine U-Statistik vom Grad k mit
1 <k <n mit Kern h. Dann besitzt U,, Degeneration d-ter Ordnung, falls gilt:

2 _ . _ 2 _
o, =-=0;=0
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und
g1 >0

firde{0,... k—1}.

Analoges gilt fiir eine V -Statistik V,, vom Grad k mit Kern h.

Fiir den Sonderfall d = 0 liegt keine Degeneration vor. Fiir d = k — 1 hingegen nennt
man die U- beziehungsweise V-Statistik auch vollstdndig degeneriert.

1.5 Beispiele

Ausgangspunkt sind auch hier die Zufallsgrofen Xi, ..., X,,, welche unabhéngig und
identisch verteilt seien mit Z(X;) = F € Z.

(Ul) Essei § = ErpX;. Dann ist fir A(z) =2

U, = (T) h 3 h(X)

wobei X, das Stichprobenmittel bezeichnet.
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(U2) Fir 0 = VargpX; und h(zy, z9) := M ist

U, = (Z) B (Z): (X, X;)

n(n —1) 2
1<i<j<n
1 n n
i
1 n n
" 2n(n—1) ; ;(Xi o
1 n n n n
= =D [n;)(f ~ QE;XZXJ- +n;)(§]
1 < 1 - -
R SRt [ZXi] [ZXJ‘]
= =1 7j=1

= G2
mit S? als (korrigierte) Stichprobenvarianz.

(U3) Fiir 0 = F(gy,), wobel g, das pp-Quantil beziiglich F' und py € [0,1] ist, und
h(z) = 1(7007%0](@ ist

U, = (T)l%h(xi)
) %ill(—mm]()@

= Fn(on)a

wobei F), die empirische Verteilungsfunktion bezeichnet.
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(U4) Es seien ErX; = pund VarpX; = 02 > 0. Fiir = p% und h(zy, x9) := 2179 ist
o\
U, = (2> > (X, X;)
(5)

2
= WD d XX

1<i<j<n

1 - - - 2
= D [ZZ)QX]-—;XZI

i=1 j=1

2
1 1 & 1 &
- | () T

Betrachten wir nun

o} = Covp(h(X1,Xz), h(X2, X3))
= Covp(X1 X9, X5X3)
= Er (X1X5X;3) — [Er(X1X,)|[Ep(XaX3)]
= [ErXi| [ErX]] [ErXs| — [EpXi][ErXo][ErXo][ErXs]
= [ErXi]|ErXs]) [ErX] — [ErXo)?]
= [ErXi][ErX;s][VarpX,]
= [ErXi|[ErXi][VaryXi)
_ M2U2
und
o5 = Covp(h(X1, X5), (X1, X5))
= Varph(Xi, Xs)
= Varp(X;Xy)
= Ep (X{X3) — [Er(X1X2)P?
= [EpX7] [ErX3] — [ErXi]|[ErXs)[ErXi][ErX,)
= [ErXx?)’ - [ErXy]*
_ (U2+M2)2—N47

wobei bei der Berechnung von o2, i = 1,2, Lemma 2 verwendet wird.

Falls nun p = 0 gilt, so besitzt U,, Degeneration erster Ordnung bezichungsweise
ist U,, vollstiindig degeneriert, da o = 0 und o3 = o > 0 sind.
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Nach dem zentralen Grenzwertsatz (vgl. Billingsley (1995), S. 357) gilt, dass
I i 5
—Y X, -5 Z~N(0,0%,
vn i=1
wobei ,,i#‘ die Konvergenz in Verteilung bezeichnet.

Weiterhin gilt nach dem schwachen Gesetz der groften Zahlen von Chintschin (vgl.
Georgii (2009), S. 123):

1 n
X2 BpXP = VarpX, = o,
n
i=1
wobei ,,ﬁ)“ die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit (beziiglich Pp) bezeichnet.
Insgesamt erhalten wir mit dem Continuous Mapping Theorem (vgl. Billingsley
(1999), S. 21) und dem Lemma von Sluzki (vgl. Georgii (2009), S. 292):
nUni>22—a2:(72(Z2—1),
mit Z ~ N(0,1).

2

(V1) Essei 0 = VarpX;. Dann ist fiir h(zy,x9) = (w1—z2)”

2
V, = % > ) h(X, X;)

i=1 j=1
Ll G (X - X)?
- ﬁ;; 2 :
= Tjﬂii(Xf—QXinnLXf)
i=1 j=1
i=1 i=1 j=1 j=1

1 n 1 n n
R
1= 1= J]=

- Y x-X

mit :9?1 als (unkorrigierte) Stichprobenvarianz.
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(V2) Wenn wir iiberpriifen wollen, ob die Zufallsvariablen X1, ..., X,, auf eine bestimm-
te Weise verteilt sind, konnen wir den ,Chi-Quadrat-Anpassungstest’ verwenden.
Dazu betrachten wir eine Partition A;,..., A; von R und bezeichnen mit n; die
Anzahl der X;, die in A; vorkommen, [ = 1,...,L. Unter der Nullhypothese
Hy: F = Fy mit Fy € % gilt: Epn; = nl(o), wobei sich nl(o) als nl(o) = npl(o) ergibt,

mit pl(o) = fAz dFy(z), fiir [ = 1,..., L. Weiterhin sei sinnvollerweise ZzL:1 pl(o) =1

und ZZL:;[ nl(()) = Zle n; = n. Dann ist

die entsprechende Teststatistik fiir den Chi-Quadrat-Anpassungstest.

Damit ist
2
L N O]
1, 1 [l
e - 1y
4 ”z( )
2
1 Lonj— 2nyn\”) + [nl(o)}
- 0
L ”z( :
1 2 L L
_ l (0)
- A (-]
Li=1 Ty =1 =1
r L
1 1 n?
= (5 > W) - ”]
L =1 P
r L
1 ni
= 2 > |1
L1=1 P
1 L 1 n n
= 3 > D la(X)1a(X5) || -1
Li1=1 P i=1 j=1
1 [ n n L 1
= 3 —o7 LA (Xi)14,(X;) | — 1
L i=1 j=1 i=1 P
I 1
= - Y (X1 (X) | —1] .
i=1 j=1 =1 P

Somit lasst sich die (normierte) Teststatistik mit

Z %1141 (xl)lAl(Iz)] -1
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als V-Statistik darstellen:

Nun ist unter Hy: F = Fj

hi(z1) = /_:h(xl,azg)dF(azg)
_ /_Oo

[(Z ﬁlAl(ml)lAl(@)) — 1| dF(x2)
L N
- 0 oy L z(x1> 1 l(xz)dF(xz) —1
121: 0 /_ !
e x] .

:0.

Somit ist 07 = 0, das heifit V}, besitzt Degeneration erster Ordnung, was in diesem
Fall der vollstdndigen Degeneration von V,, entspricht.

(V3) In diesem letzten Beispiel soll es um die sogenannte ,,Cramér-von Mises-Statistik®
gehen. Diese kann verwendet werden, wenn wir testen wollen, ob die Verteilungs-
funktion F' € .% von den unabhéngig und identisch verteilten Zufallsgrofen
X1, ..., X, mit einer bekannten Verteilungsfunktion Fy € . iibereinstimmt. Dabei
sei Hy: F' = Fy die Nullhypothese. Dann ist

W i=n /_ TR ) — Fu(O2dFy (1)

[e.9]

die zugehorige Cramér-von Mises-Statistik, wobei F;, wieder die empirische Vertei-
lungsfunktion bezeichnet.

Eine alternative Darstellung ist Folgende:

w2 = [ im0 - RoPaR

n

- /_Oo %Z“—w’tW [%Z (eo(X;) = Fo(t) | dFy(2)
1 n n oo
- ZZ/ o FO(t)] [1( oot](X) Fo(t )} dFy(t).
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Mit
h(zy, 22) == /_ (1o (1) = Fo()] [Lcoon(@2) — Folt)] dFo(t)

lasst sich auch die (normierte) Cramér-von Mises-Statistik als V-Statistik darstel-

len: -
= 5 Y (X X)) =

i=1 j=1

Dass V,, unter Hy: F' = Fj Degeneration erster Ordnung besitzt beziehungsweise

vollstdndig degeneriert ist, rechnen wir leicht unter Verwendung des Satzes von
Fubini (vgl. Dunford und Schwartz (1988a), S. 193) nach:

hl (l‘l)
= / h(ﬂ?l,l'Q)dF((L'Q)

o0

_ /_ h [ /_ T (@) — FO)] [Lon(es) — F()] dF(t)} dF (z)

o0 [e.9]

_ /_ T (@) [ /_ T (xz)dF(xg)] dF(#)

o0 o0

_/Oo _/OO dF(xg)} L—ooy (z1) F'(£)dF (1)

LJ/ —O0

/ :/_:h oot} (€ )dF(asg)} F(t)dF(t)
/

/_ N dF(xz)l F2(t)dF (1)

o0

und damit gilt: o7 = 0.
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2 Asymptotik - Konvergenz in Verteilung

Man kann fiir die Verteilung nicht-degenerierter U- und V-Statistiken zeigen, dass diese
schwach gegen eine Normalverteilung konvergiert.

Da der Schwerpunkt dieser Arbeit allerdings bei degenerierten U- und V-Statistiken
liegt, werden wir diese Félle genauer untersuchen. Wir werden uns dabei auf U- und
V-Statistiken vom Grad 2 beschrianken, da diese in der Praxis am meisten Anwendung
finden, wie es auch teilweise schon aus den Beispielen vom Ende von Kapitel 1 hervorging.
Dementsprechend betrachten wir vollstiandig degenerierte U- und V-Statistiken.

2.1 Degenerierte U-Statistiken

Satz 6 (vgl. Lee (1990), S. 79). Es sei (X,)nen eine Folge unabhingig und identisch
verteilter Zufallsvariablen mit X,,: (2, A) — (R, B) fir allen € N und £(X,) = F €
F . Weiterhin seien 0: % — R ein requlires statistisches Funktional vom Grad 2 mit
Kern h und U, die entsprechende U-Statistik. Fiir U, gelte:

(Z) EFh2<X1,X2) < o0 und
(ZZ) O'% = V(IT’Fhl(Xl) = 0.

Dann gilt: N
n(Un = 0) =5 Y N (22— 1),
k=1
wobei Zy, Zs, ... unabhdngig standardnormalverteilt und Ay, Ao, ... Eigenwerte der Inte-
gralgleichung .
| b faa)ar ) = A
sind. N

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei unter Verwendung von Lemma 1 (ii)
0 = EpU, = Erh(X1, Xa) = Erhi(X;) = 0

und somit, wegen o3 = 0:
hy = 0 Pp-fast tiberall.

Aus der Fredholm-Theorie fiir Integralgleichungen (vgl. Dunford und Schwartz (1988b),
S. 1009), auf die hier nur verwiesen wird, folgt, dass Ay und f fiir £ € N existieren, mit

/ " h(n, @) (o) dF (22) = M),

Dabei ist fr: R — R fiir alle k£ € N (B-B)-messbar.
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Dann lasst sich A darstellen als
Iy, ws) = > Aefrl@n) fi(wa),
k=1
wobei fiir K € N gilt:

Schlieflich bilden die Eigenfunktionen eine Orthonormalbasis, das heifst

K—oxo

h(xy,x9) — Z e fie(@1) fi(22)

1, falls k = I

/_ fel@) @) dE (@) = {o falls k # I

Fir K € N definieren wir nun die Kerne

hic(1,72) = > Aefu(x1) fi(22)
k=1

und die entsprechenden U-Statistiken

Unk = (Z) B %: hie (Xi, X;)

_ (g)lziwxomxn

Mit den U-Statistiken

mit Kern fi(z1)fe(z2) fiir k= 1,..., K erhalten wir:

K
Uni = > MTpe
k=1
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Weiterhin konnen wir fiir n7}, j, schreiben:

nThe = nﬁ Z Je(X3) fe(X5)

1<i<j<n
— nil ZZfAXi)fk(Xj)—Zfz(Xi)]
Li=1 j=1 =1
o1 T )
= 7 (%;fk(Xz)) _E;fk(Xi)
Firk=1,...,Kundi=1,...,n setzen wir
Zm = fk(Xz)

und fassen die Zm in den Vektoren

- - _\T
Zi = (Zl,i, oo ZK,z‘)
zusammen.

Die Zufallsvektoren Zl, ey Z, sind wegen der Unabhéngigkeit und der identischen Ver-
teilung von X1, ..., X, ebenfalls unabhéngig und identisch verteilt, wobei

EpZ; = 0k
und

CO’UFZZ' = [K><K

ist, fiir © = 1,...,n, mit O als Nullvektor der Lange K und Ixx als Einheitsmatrix
der Dimension K x K.

Dies wird folgendermafien klar:

Annahmegemafs gilt:

e}

0= hl(ZL’l) = EF[h(X17X2) | X1 = 1'1] = / h([El,Jfg)dF(CL’Q).

—0o0

Dies erfiillt die Eigenfunktion fi; = 1 zu dem Eigenwert Ay = 0 fiir ein &’ € N, sodass
gilt:

/OO M1, w2) fie (w2)dF (22) = A fio (21):

o0
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Da die Eigenfunktionen f; fiir £ € N ein Orthonormalsystem bilden, gilt nun:
ErZy; = Epfi(X;)
= / fu(@1)dF (1)

_ / T 1 fu(e)dF (@)

oo

= /_oo fwr (1) fe(z1)dF (1)

)L, falls k=K
o, falls k£ K

fire=1,...,n.

In der Darstellung
h(wy, x) = Z Ak fi(1) fio(22)

k=1
spielt der Summand Mg fr(21) fir(z2) = 0 aber ersichtlicherweise keine Rolle, weshalb
wir fp als mogliche Komponente von Z;, i = 1,...,n, vernachlissigen konnen.

Mit Verwendung dessen gilt dann auch:
Covp (Zimzz> = L [Z“Zz} - [EFZICZ} |:EFZlZi|
= Er [ZHZZ}
— [ flen @)

1, falls k =1
0, falls k£ # 1

fire=1,...,n.

Fiir den Zufallsvektor
1o ) ) \/ﬁ ; 1:

gilt somit nach dem multivariaten zentralen Grenzwertsatz (vgl. Billingsley (1995), S.

385), dass

Zo - 7 =(Zy,..., Zi)" ~ N0, Ixcxi)-
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Als Néchstes definieren wir fiir k=1,... K

1 n
=1

n -

Es gilt nach dem schwachen Gesetz der grofen Zahlen von Chintschin (vgl. Georgii
(2009), S. 123) und der Tatsache, dass die Eigenfunktionen f; eine Orthonormalbasis
bilden:

Spk ~5 Epf2(Xy) = 1.

Somit haben wir: n

nTn,k == n—1 (Zz,k - Sn,k)
und damit
K
nUmK == Z )\knka
k=1
n K n K
= N Z2, — oSk
n—lZ ko k n—lz Rk
k=1 k=1
Dabei gilt:

K K

n d

w1 ZAkal,,c — ZAkZ,f
k=1 k=1

unter Zuhilfenahme des Continuous Mapping Theorems (vgl. Billingsley (1999), S. 21)

und
. K » K
AeSp ke — A

und somit nach dem Lemma von Sluzki (vgl. Georgii (2009), S. 292):

K

k=1

Im letzten Schritt des Beweises werden wir nun noch das asymptotische Verhalten von
nU, — nU, k untersuchen.
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Wenn wir die Definition der 7T}, 5 auf alle £ > K erweitern, haben wir:

n i e e

2

EF\nUn—nUn,KF = EF

k=K +1
- 2
= LEp|n Z MLk
k=K +1
o o
= n’Ep Z Z AN kT
k=K +11=K+1

= 712 Z Z )\k)\lEF(Tn,an,l)

k=K+1I=K+1

k=K+1
2n >
_ S X ——0,
n—1 K—oo
k=K+1

denn:

meirard = B || () Saone | () S aeeneo)

und
1, fallsi=7und j = j und k = [
Er [fe(X)fi(X) (X)) fi(X;)] =<1, fallsi=7 und j =7 und k =1
0, sonst
was wegen der Unabhéngigkeit von Xy, ..., X,,, der Orthonormalitdt von fi, fo,... und

wegen Erpfi(X1) =0, fir k € N\ {£'}, folgt.

Damit ist:

n
Er(T,xTh) = (2)

- ()
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Insgesamt haben wir nun, dass nU, x im quadratischen Mittel fir KX — oo gegen nU,
konvergiert, womit auch die Konvergenz in Verteilung folgt.

Somit bleibt noch der Fall n — oo zu betrachten. Dazu bezeichnen wir mit ¢,, und ¢,, x
die charakteristischen Funktionen von nU, bezichungsweise nU,, x. Dann ist fiir t € R:

(on(t) = pur(t)] = |Epe™" — Epenx|

‘EF [eitnUn o eitnUn,K] |

‘EF [eitnUn,K (eit(nUn—nUn,K) . 1)} ‘

< EF ’eit(nUnfnUn,K) . 1’
< |t|Ep|nU, — nUp x|
< |t|\/EF|nUn—nUn,K\2\/EF12

2 o
nfl Z A

k=K+1

g

wobei dieser Ausdruck, wie eben gezeigt, fiir K — oo gegen 0 konvergiert.

Bei der Rechnung wurde die Tatsache, dass |¢®*| = 1 fiir alle x € R ist, die Restgliedab-
schitzung der Exponentialreihe im Komplexen (vgl. Meintrup und Schéffler (2005), S.
187) und die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (vgl. Dunford und Schwartz (1988a), S. 119)
verwendet.

Damit existiert fiir ein beliebiges ¢ > 0 ein K; € N, sodass
€
|<pn<t> - @n,K(t)l < g
fir alle K > K; und fir alle n > 2 ist.

Weiterhin seien ¢(t) und ¢k (¢) die charakteristischen Funktionen von Y 7> A\x (Z7 — 1)

beziehungsweise Zszl i (Z2 —1). Dann existiert ein K, € N, sodass fiir alle K > K,
gilt:

6(t) = et < 5.

Wir wissen, dass fiir alle K € N gilt:

K
nUni —= Y Mo (27— 1).

k=1

Fiir Ky := max { K, K»} existiert ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt:

9
ok () = o)) < 5.
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Somit ist fiir alle n > N unter Verwendung der Dreiecksungleichung;:

lp(t) — enlt)] < o(t) — @, ()]
+ 0K (1) = Pn,ro ()]
+ |@n.x0 (t) — @n(t)]
< g,

mit € > 0 beliebig, womit alles bewiesen ist. O

2.2 Degenerierte V-Statistiken

Satz 7 (vgl. Serfling (1980), S. 226). Es sei (X,,)nen eine Folge unabhingig und identisch
verteilter Zufallsvariablen mit X,,: (2, A) — (R, B) fir allen € N und £(X;) = F €
F . Weiterhin seien 0: . % — R ein requldres statistisches Funktional vom Grad 2 mit
Kern h und V,, die entsprechende V -Statistik. Fiir V,, gelte:

(i) Erh*(X1, X5) < oo (fallsn > 2),
(i) Ep|h(X1,X1)| < oo und
(’LZZ) O'% = VCLT'Fhl(Xl) =0.

Dann gilt: N
n(Ve = 0) =Y NZE,
k=1
wobei Zy, Zs, ... unabhdngig standardnormalverteilt und Ay, Ao, ... Eigenwerte der Inte-
gralgleichung .
| b fa)ar () = A
sind.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei unter Zuhilfenahme von Lemma 1 (ii)
8 - EFh<X1, XQ) == EFh1<X1) == 0

und somit, wegen o3 = 0:
hiy = 0 Pp-fast tiberall.

Es ist o
Eph(X1,X1) = > M
k=1

(vgl. Dunford und Schwartz (1988b), S. 1087), wobei dieser Erwartungswert nach Vor-
aussetzung endlich ist.
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Die zu dem Kern h entsprechende U-Statistik U, ist

U, = (Z) B (Z): h(Xi, X;).

Nun gilt:
n n —1
wo=U) = 0 | LS )~ () Sherx)
] i=1 j=1 (1)
=n %Zzh(XzaXJ> 1_1 ZZMX“XJ)
[ n(n ) i=1 j;1
L I7
1 n 1 1 n n
J#i
1 & -
- HZhXZ,X D) ;ghX“X
VE

Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen von Etemadi (vgl. Billingsley (1995), S.
282) gilt dabei:

_Zh X, Xi) 22 Beh(Xy, X)) = Z/\k,

.  Pp-fs. . . .
wobei ,,———* die Konvergenz Pp-fast sicher bezeichnet.

Nach dem starken Gesetz der grofsen Zahlen fiir U-Statistiken (vgl. Serfling (1980), S.
190) gilt:

Y ZZh Xi, X;) 2 Bph(Xy, X5) =0,
n_

2131
J#i

Also haben wir insgesamt:
n(Vn . Un) Pp-fs. Z )\k,
k=1
womit auch die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit (beziiglich Pr) folgt.

Die Voraussetzungen von Satz 6 sind erfiillt und mit den Grofen aus Satz 6 und wegen
0 = EFUn = EFh(Xl,XQ) =0 gllt

nUn =Y N (22— 1).
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Unter Verwendung des Lemmas von Sluzki (vgl. Georgii (2009), S. 292) folgt schlieklich:

nVo =53 Nz,

k=1

41



3 Bootstrap-Verteilung

In diesem letzten Kapitel soll es nun noch um die asymptotische Bootstrap-Verteilung
von vollstdndig degenerierten U-Statistiken vom Grad 2 gehen. Als erstes befassen wir
uns dazu kurz mit der Idee des Bootstrapping. Danach werden wir einige Voriiber-
legungen téatigen, bevor wir schlieklich zu den Konvergenzaussagen kommen. Auf ein
entsprechendes Resultat fiir V-Statistiken werden wir am Ende nur verweisen.

3.1 Zum Begriff des Bootstrapping

Gegeben seien weiterhin die Zufallsvariablen X7, ..., X, mit X;: (2, A) — (R, B) fir ¢ =
1,...,nund n > 2, welche unabhéngig und identisch verteilt seien mit .Z(X;) = F € .Z.
Mit F,, bezeichnen wir wieder die empirische Verteilungsfunktion von X,..., X,,. Au-
Kerdem seien #: .# — R ein regulires statistisches Funktional vom Grad 2 mit Kern A
und U, die entsprechende U-Statistik, welche vollstandig degeneriert sei.

Die Bootstrap-Methode beschrieb erstmals Bradley Efron in seiner gleichnamigen Arbeit
,Bootstrap Methods: Another look at the jackknife* von 1979.

Als Bootstrap-Stichprobe bezeichnen wir nun eine Stichprobe X7,..., X wobei die
Zufallsgrofsen unabhéngig und identisch verteilt sind, mit £ (X7) = F,,. Die Bootstrap-
Verteilung von

-1
U, —0="U, — EpU, = (”) S h(Xi, X)) | — Erh(Xy, Xa)
e

2

ist dann die Verteilung von

(75)1%0{:»@) ~ P A

Im Folgenden betrachten wir die Verteilung von U,, — 6 als Funktion der zugrundelie-
genden Verteilungsfunktion £’ und bezeichnen dies mit

Lr(U, —0F),

wobei 0 verdeutlichen soll, dass die Erwartungswertbildung beziiglich F' geschieht. Fiir
26U, —0g) mit G € .Z sind dann Xj, ..., X, unabhéingig und identisch verteilt mit
Z(X1) =G, und es gilt: 0 = EqU,, = Egh(X1, X5).

Warum macht man nun das Ganze? Nach Voraussetzung ist F' € .% unbekannt. Beim
Bootstrapping ersetzen wir F' durch F),, welches fiir eine Realisierung von Xi,..., X,
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bekannt ist, mit der Hoffnung, dass Zf, (U, — 0p,) eine ,gute Approximation fiir
gp(Un — GF) ist.

3.2 Vorbereitungen

Die Grundlage, auf der man hier aufbauen wiirde, ist der Satz von Gliwenko-Cantelli
(vgl. Billingsley (1995), S. 269), der besagt, dass gilt:

Pp-f.s.

sup |F(x) — F,(x)| —=

zeR

0.

Dies setzt jedoch voraus, dass Zr(n(U, — 0r)) gleichméfig stetig beziiglich F' ist. Und
genau das ist hier nicht unbedingt der Fall: schon kleine Anderungen beziiglich F kénnen
zum Verlust der Degeneration fiihren. Dann wiederum wiére nicht mehr n sondern /n
die richtige Normierung, um zu einer asymptotischen Verteilung zu gelangen. Dement-
sprechend werden wir zunéchst die U-Statistiken etwas modifizieren.

Um die Degeneration beim Bootstrapping nicht zu verlieren, definieren wir die Kerne
hp, fir F € %, folgendermafen:

hp(xy, ) = h(xg,xs)

—/ h(xl,fl,’g dF (L’l / h .7}1,%2 dF(ZEQ)

o0

/ / (21, 22)AF (21)dF ().

U= U (hp,: XT,..., XD :() > hp, (X
(%)

Dann sei:

womit aufgrund der Definition von hp, gilt:
Ep U”=0.

Die im Folgenden verwendenten Zufallsgrofen Y, Yy, ..., Y, und Z, Z;, ..., Z, seien mess-

bare Abbildungen von (€2,.4) nach (R, B).

Um zu beweisen, dass nU; fiir Pp-fast alle Realisierungen von Xj,..., X, die gleiche
Grenzverteilung besitzt wie n(U, — 0), werden wir die sogenannte ,Mallows-Metrik* dy
(vgl. Mallows (1972)) verwenden:

do(G, H) :=inf {EgulY — Z": Z(Y) =G und £(Z) = H}
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fir G, H € %5 mit
Fy = {F: F Verteilungsfunktion auf R mit EpX?* < oo, falls Z(X) = F}.

Auf den Nachweis, dass es sich bei dy wirklich um eine Metrik handelt, werden wir hier
verzichten. Auch verweisen wir nur darauf, dass schwache Konvergenz und Konvergenz
der zweiten Momente dquivalent zur Konvergenz beziiglich dy ist (vgl. Bickel und Freed-
man (1981)).

Unser Ziel ist es nun, zu zeigen, dass F), beziiglich d, fiir Pr - fast alle Realisierungen
von Xi,...,X, gegen F konvergiert. Daflir noch eine Definition:

Fiir eine (B"-B)-messbare Funktion ¢: R" — R sei die Halbmetrik dy; definiert durch:
doy(G,H) = inf{Egult(Y1,...,Yn) —t(Z1,..., Z)]:
Yi,..., Y, iid mit (V1) =G
und
fir G,H € %5, mit
Foy = {F: F Verteilungsfunktion auf R mit Ext*(X1, ..., X,) < 0o,
falls Xy,..., X, i.id mit Z(X;)=F},

wobei ,i.i.d.“ fiir independent and identically distributed, also unabhéngig und identisch
verteilt, steht.

Auf die Uberpriifung der Eigenschaften einer Halbmetrik werden wir ebenfalls verzichten
(vgl. Bickel und Freedman (1981) - analog zum Nachweis der Metrikeigenschaften der
Mallows-Metrik).

Ab dem néchsten Abschnitt werden wir als konkretes ¢t den Kern h betrachten. Um dabei
in Ubereinstimmung mit unseren Resultaten aus den bisherigen Kapiteln zu bleiben,
schranken wir die Familie von Verteilungsfunktionen .# auf .#* ein mit

y* = ng N (ﬁg U ﬁg,h).

Dabei sei sinnvollerweise .# O %, U %, und damit insgesamt Z#* # ().

3.3 Asymptotik
3.3.1 Degenerierte U-Statistiken

Zuerst stellen wir eine Verbindung zwischen der Mallows-Metrik ds und der Halbmetrik
dy , her.
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Lemma 5 (vgl. Dehling und Mikosch (1994)). Es sei 0: F* — R ein reguldres statis-
tisches Funktional vom Grad 2 mit Kern h. Weiterhin seien Y1,...,Y, und Z1,..., 72,
mit n > 2 jeweils unabhingig und identisch verteilt mit £ (Y1) = G und £ (Z,) = H
mit G, H € F*. FEs gelte:

(7’) EGhQ(Yb}/Z) < o0,
(ZZ) EHhZ(Z]_,ZQ) < 00 und
(111) h sei unter G und H vollstindig degeneriert.

Dann ist
2 2
d; | Zo ;%hcm,m L E%hmzi,zn < 2d3,,(G, H).

Beweis. Es sei (Y, Z)T ein Zufallsvektor mit Z(Y) = G und Z(Z) = H. Weiter sei-
en (Y1, Z))T, ..., (Y,, Z,)T unabhiingig und identisch verteilte Replikationen von (Y, Z)T.

Dass dies keine zusétzliche Einschrankung beziiglich der Voraussetzungen des Lemmas
ist, wird folgendermafen klar: Nach Konstruktion haben (V;, Z;)” eine offen gelassene
Abhéngigkeit voneinander, die fiir ¢ = 1,...,n gleich ist. Da aber gilt, dass Yi,...,Y,
und 71, ..., Z, jeweils unabhingig und identisch verteilt sind, kann jedes Y; entweder mit
keinem Z; in Verbindung stehen oder aber zu maximal einem Z; eine Beziehung aufwei-
sen, wobei diese Zugehorigkeit eineindeutig und die Abhéingigkeit fiir jedes Paar (V;, Z;)7
gleich sein muss. Und genau das entspricht unserer Konstruktion: Falls Yi,...,Y, und
Zy, ..., 2y, einen Zusammenhang aufweisen, so nehmen wir lediglich an, dass diese Ab-
héangigkeit zwischen Y; und Z; besteht. Dies entspricht also gegebenfalls einfach einer
Umindizierung.
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Dann gilt:

IN

Bau | = S lho(¥iYi) = hu(Z:,2)
B

4
= Een |

n

Z Z[hG(Y%»Yj) — hu(Zi, Zj)|lha (Y, Y1) — hu(Zk, Z1))
® @
= LSS BealhelVi¥y) = ha (2 Zha (Vi Y) b (2, Z0)]
B ¢
= S S EeulhelY: Y, he(Vi YD)
B ¢

—2E¢ ulhe(Yi, Y))hu(Zy, Z)))
+ Eg.ulhu(Zi, Z;)ha(Zi, Z1)]).

(a) Nun ist:

Eg ulha(Yi, Y;)ha(Yi, Y1)]
= Egu([h(Y;,Y)) — hi(Y;) — ha(Ys) + Equh(Yi,Y;)]
[h(Ye,Y)) = (Y1) — ha(Ya) + Eq,uh(Ys, Y1)]]
Eculh(Yi,Y;) —0c — b+ 0c][h(Ye, Y1) — 0c — 0 + 0]
Ee ul[MYi:,Y)) — Equh(Y;, Yy)|[h(Ye, Y1) — Equh(Yy, Y1)]]
= Covg,u(h(Y:,Y;), h(Ye, Y1),

Anmerkung: Wegen Degeneration gilt: 0 = 07 = Vargh;(Y;). Da aber unter Ver-
wendung von Lemma 1 (ii) Eghi(Y1) = Eqh(Y1,Y2) = O¢ ist, folgt:

hi(Yy) = ¢ Pg - fast iiberall.
Falls [{7, j, k,}| = 4, so gilt wegen der Unabhéngigkeit von Yy, ..., Y,:
Coven (h(Y:,Y)), h(Ys, Yi)) = 0.
Falls |{4, j, k,l}| = 3, so folgt mit Lemma 2 und da bei der Summation i # j und

k # 1 gilt:
Cove.u(h(Y;, Y;), h(Y3, Y))) = 0% = 0.
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Somit brauchen wir bei der Summenbildung fiir diese Kovarianzen nur den Fall
1t = k und j = [ betrachten.

Eine analoge Rechnung ergibt sich fir Eq ylhy(Zi, Z;)hu(Zy, Z))).
Weiterhin ist wegen Degeneration:

Eculha(Ys,Y))hu(Zy, Z1))
= Egu([h(Y;,Y)) — hi(Y)) — ha(Yi) + Ecuh(Yi,Y;)]
W Zy, Z)) — ha(Z)) — ha(Zy) + Eq.uh(Zk, Z1))]
Eculh(Yi,Y;) —0c — 0+ 0c][M(Zk, Z1) — Oy — O + O]
= Ecullh(Y:,Y)) = Eq,uh(Y:, Y))|/[(Zk, Zi) — Ec,uh(Zk, Z))]]

= COUG7H(h(Y;, Y;) h(Zk, Zl))

Falls [{7, j, k,(}| = 4, so gilt:
Covg,u(h(Y:,Y;), h(Zk, Z1)) = 0,
da mit der Unabhiingigkeit von (Y1, Z1)7, ..., (V,, Z,)" in diesem Fall die Unab-
hangigkeit von Y;, Y}, Z;, Z; folgt.
Falls {7, j, k,l}| = 3 und wegen i # j und k # [, so ist:

CO’UG7H(}L(K7 )/]) h(Zk, Zl))
Ee ulh(Yi, Y))h(Zk, Z1)] — [Ec.uh(Ye, Y))|[Ec.uh(Zy, Z1)]
= Eeulh(Yi,Y;))WM(Zy, Z1)] — 0cOn

und mit der Unabhéngigkeit von (Y1, Z1)7, ..., (Y, Z,)T und dem Satz von Fubini
(vgl. Dunford und Schwartz (1988a), S. 193):

Eculh(Y1,Ys) h(Zz,Zg)}
- / / / (1, y2) (22 23) G ()G (2 ALH (22)dH (23)

8

= / hi(y2)hi(z2)dG (y2)dH (22)
_ / 005G (yo)dH (25)
= 0q0n.

Also:
COUG’H(h(Y;, Y}) h(Zk, Zl)) = 0.

Somit miissen wir auch hier bei der Summation lediglich den Fall : = k und j =1
beachten.
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Insgesamt haben wir also, da (Y1, Z1)7, ..., (Y, Z,)" allesamt unabhéngig und identisch
verteilte Replikationen von (Y, Z)7 sind:

% > > [Eulha(Yi, Y;)ha(Ye, Y1)
() (3)
— 2EG,ulha(Ye, Vi) hu(Zy, 7))
+ EG,H[hH(ZZﬁ Zj)hH<Zk7 Z)]

_ % N Eoulha(YnY) — hu(Zi, Z))
(5)

_ iMEQH[hG(Yl, Ys) — hi(Zv, Z5))°

n? 2
< 2Egulha(Y1,Y2) — hu(Zy, Z2))%.

Schliefslich werden wir noch diesen Erwartungswert abschétzen:

Ec ulha(Y1,Y2) — hg(Z1, Z,))?
= Eeuht:(V1,Y2) — 2Eq ulhc(Y1,Yo)hi(Z1, Z2)) + Ec.uht (21, Zs).
(c) Esist:
Eouht(Y1,Ys) = Equ[h(Y1,Y2) — hi(Ys) — i(Y1) + Eq ph(Y1,Ys)]?

Eculh(Y1,Y2) — 0c — bc + 6c)?
Eg.ulh(Y1,Ys) — 0g)%.

Auf die gleiche Weise erhalten wir:
Ecuht(Z1, Zs) = Egulh(Z1, Z3) — 0u)”.
(d) Aufserdem gilt:

Eg ulha(Y1,Y2)hu(Z1, Z2))

Egn[[h(Y1,Y2) = ha(Ya) — ha(Y1) + Oc][h(Z1, Z) — ha(Z2) — ha(Z1) + On]]
EG,HHh(Yl, Ys) — O0c — O + 06][h(Z1, Zs) — Oy — O + Oy]]

= Egnl[h(Y1,Y2) — 0c][h(Z1, Z2) — Ox]]
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Somit konnen wir nun zusammenfassen:

Ecuht,(Y1,Ys) — 2Eq ulhc(Ye, Yo )hy(Z1, Z2)] + Ecuht(Z1, Zs)
= Eqoph*(V1,Y2) — 20cEq uh(Y1,Ys) + 0
—2[Eq,u[h(Y1,Y2)M(Z1, Zo)] — O Eq,uh(Zy, Z2) — OpEq uh(Y1,Ys) + 0c0m]
+ Equh*(Z1, Zs) — 20nEq uh(Zy, Z) + 0%
= Eguh*(Y1,Y2) — 0%
— 2Eq g[h(Y1, Y2)h(Z1, Z5)] + 2060
+ Eq.uh*(Z1, Zy) — 0%
= Equlh(Y1,Ys) — M(Z1, Z)]° — (0 — On)?
< Egulh(V1,Ys) — MZ1, Z)]%.

Wenn wir nun das Infimum iiber alle gemeinsamen Verteilungen von (Y7, Z;)” bilden,
erhalten wir das zu Zeigende. O]

Dieser Zusammenhang zwischen dy und dy; wird uns bei der Konvergenz beziiglich d,
helfen:

Lemma 6 (vgl. Dehling und Mikosch (1994)). Es sei (X, )nen eine Folge unabhdngig
und identisch verteilter Zufallsvariablen mit £ (X,) = F € .F*. F, sei die empirische
Verteilungsfunktion von Xy, ..., X, und X7,..., X} unabhdingig und identisch verteilt,
mit L (X7}) = F,. Fir ein requldres statistisches Funktional 0: .#* — R vom Grad 2 sei
h der Kern dieses Funktionals. Es gelte:

(Z) EFh2<X1,X2) < 00,
(i) Ep|h(X1, X1)| < oo und
(iii) h sei unter F' und F,, fir alle n € N, vollstindig degeneriert.

Dann gilt:

n—o0

2 2 A
dy | & E%hF(Xi,Xj) L ﬁ%th(Xi,Xj) — 0

fiir Pp-fast alle Realisierungen von (X,,).

Beweis. Mit Lemma 5 geniigt es zu zeigen, dass

don(F, F,) —— 0.

n—o0
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Dafiir sei zunichst h: R? — R eine stetige, beschrinkte, (B%-B)-messbare Funktion, die
h approximiert, sodass

~ 2
Er [h(X1, Xa) —h(Xl,X2)] <e
fiir ein € > 0.

Mit dem starken Gesetz der grofen Zahlen fiir U-Statistiken (vgl. Serfling (1980), S.
190) haben wir:

~ 2
Er, [h(X;X*) - h<Xf,X*>]

= EY ) i)

i=1 j=1

= %Zzh%Xi?Xj)

i=1 j=1

[mii“@’x XZ,X)]
=1 j5=1

+ % O ThA(X, X))

i=1 j=1
Eph?(X1, Xs)
_ 2B, [h(Xl, Xo)h(X1, XQ)}

PF—f‘S.
S

+EF/};2(X17X2)
~ 2
- Ep [h(Xl,Xg)—h(Xl,Xg)] .
Aufserdem gilt:
Xy 55 X,

weil nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen von Etemadi (vgl. Billingsley (1995),
S. 282)

PF—f.S.

F, —— F.

Da h nach Voraussetzung beschrankt ist, kénnen wir den Satz von Lebesgue iiber ma-

jorisierte Konvergenz (vgl. Billingsley (1995), S. 209) anwenden und haben:

. . 2
Erp, [h(X1>X2) —h(XT,X35)| ——0.

n—oo

Nun sind wir fertig, denn wir haben insgesamt unter Zuhilfenahme der Minkowski-
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Ungleichung (vgl. Dunford und Schwartz (1988a), S. 120):

d2,h(F7 Fn) S \/EF,Fn [h(le XQ) - h(Xfa X;)]Z

< \/EFF [h(Xl,Xg) —E(XI,XQ)]z

5 ~ 2
+ \/EF,Fn [h(X1,X2) — h(Xf,X;)]

~ 2
+ \/ Er, [P(X7, X5) = WX}, X3)]

und damit:

lim dgﬁ(F, Fn) S 2\/5

n—oo

fiir ein beliebiges € > 0. O
Mit den beiden Lemmas sind wir nun am Ziel und halten als Satz fest:

Satz 8 (vgl. Dehling und Mikosch (1994)). Es sei (X, )nen eine Folge unabhingig und
identisch verteilter Zufallsvariablen mit £ (X,) = F € F*. F, sei die empirische Ver-
teilungsfunktion von Xq,..., X, und X7, ..., X unabhdingig und identisch verteilt, mit
L (X7}) = F,. Fir ein reguldres statistisches Funktional 0: .%* — R vom Grad 2 sei h
der Kern dieses Funktionals. Es gelte:

(i) Erh*(X1, X3) < oo,
(i) Ep|h(X1, X1)| < oo und
(iii) h sei unter F und F,, fir alle n € N, vollstandig degeneriert.
Auferdem bezeichnen wir mit QQ die Grenzverteilung von n(U, — 0) aus Satz 6, also:
ZL(n(Un—0)) — Q,

wobei ,—=“ die schwache Konvergenz bezeichnet.
Dann gilt:
LU 5 Q

fiir Pp-fast alle Realisierungen von (X,,).

Beweis. Die Aussage folgt mit Lemma 6 und wegen der bereits genannten Tatsache, dass
schwache Konvergenz und Konvergenz der zweiten Momente dquivalent zur Konvergenz
beziiglich ds ist (vgl. Bickel und Freedman (1981)). O
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3.3.2 Degenerierte V-Statistiken

Die Bootstrap-Grenzverteilung degenerierter V-Statistiken werden wir hier wie ange-
kiindigt nicht weiter untersuchen. Allerdings kann man auch fiir vollstdndig degenerierte
V-Statistiken vom Grad 2 zeigen, dass deren Bootstrap-Verteilung die selbe Grenzver-
teilung wie die urspriingliche V-Statistik aus Satz 7 besitzt. Dafiir verweisen wir auf
eine Arbeit von Arcones und Giné aus dem Jahr 1992. Die Idee dort besteht darin,
eine V-Statistik in die Summe von V-Statistiken, dhnlich der Hoeffding-Zerlegung von
U-Statistiken, zu zerlegen. Aufbauend darauf kommt man dann schliefslich zu dem er-
wahnten Resultat.
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